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Рисунок 3 – Контактные давления: а – пятно контакта по половине ширины зуба; б – краевой эффект 
 

Как видно из рисунка 3,б, размер КЭ в области контакта удовлетворяет 
условию – 4 элемента на ширину пятна контакта, что является достаточным 
при решении контактной задачи [7]. 

Был проведен повторный расчет с размером КЭ в зоне контакта – 0,05мм 
с целью определения погрешности расчета МКЭ. Статистика КЭ моделей и 
результаты расчетов приведены в таблице 3. 

Анализ полученных 
результатов показывает, что 
с уменьшением размера КЭ 
повышается точность ре-
зультата, однако серьезно 
возрастают временные и 
вычислительные затраты.  

В дополнение приведем эквивалентные напряжения по Мизесу – на по-
верхности контакта эквэкв 4,0 HH   и глубинные эквэкв

глуб 56,0 HH  . 

Распределение эквивалентных напряжений по Мизесу показаны на ри-
сунке 4,а. Для большей наглядности и определения концентрации глубинных 
напряжений приведен рисунок 4,б. Он отображает напряжения по Мизесу в 
сечении зуба (в данном случае – посередине венца); такая возможность явля-
ется преимуществом в расчетах с помощью МКЭ. 
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Рисунок 4 – Эквивалентные напряжения: а – по Мизесу, б – по Мизесу в глубине зуба 

Таблица 3 – Анализ результатов расчета 
с различными КЭ сетками 

Размер 
элемента 

Узлов, 
тыс. 

Элементов, 
тыс. 

Контактные 
давления по 
МКЭ, МПа 

Контактные 
давления по 
Герцу, МПа 

0,1мм 247 84 680 
0,05мм 490 168 720 
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Анализ рисунков 4,а и 4,б показывает характерные концентраторы на-
пряжений в теле зуба около пятна контакта. 

 

Выводы:  
1. Построена твердотельная параметрическая модель эволютной зубчатой 

пары; анализ кривизны рабочего профиля зуба показал пригодность модели к 
расчету контактного взаимодействия. 

2. На основании упрощенной твердотельной геометрии построена КЭ модель. 
3. Усовершенствована методика модификации компьютерной модели для 

импорта в CAE-систему. Основной необходимостью для этого была экономия 
ресурсов компьютера и времени для расчета методом конечных элементов.  

4. Был проведен расчет НДС эволютного зуба, определены контактное 
давление и эквивалентные напряжения по Мизесу. 

5. Анализ данных, полученных при помощи МКЭ и на основе решения кон-
тактной задачи теории упругости (формула Герца) показал схожие результаты – 
при расчете с размером КЭ в зоне контакта, равным 0,1мм, погрешность составила 
15%, а при размере КЭ 0,05мм – 10%, что является допустимым. 
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Получена зависимость безразмерного момента аэродинамического сопротивления вращению конических 
зубчатых колес от основных геометрических параметров колес и физических параметров среды. Проведен 
сравнительный анализ расчетных результатов с экспериментальными данными разных авторов. Полученные 
зависимости предоставляют возможности оценивать влияние аэродинамического сопротивления среды вра-
щению зубчатых колес на коэффициент полезного действия высокоскоростных зубчатых передач.  

Ключевые слова: аэродинамическое сопротивление, коническое зубчатое колесо, масло-
воздушная смесь.  

 
Введение. Развитие современного машиностроения основывается на по-

исках новых технических решений, которые предусматривают повышение на-
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дежности, долговечности, коэффициента полезного действия (КПД), нагру-
жающей способности и кинематической точности при условии одновременного 
снижения массы и габаритов. Наиболее чувствительно указанные требования 
проявляются при разработках высокоскоростных (окружная скорость свыше 
150м/с) и высоконагруженных (мощность свыше 100МВт) зубчатых передач.  

КПД наиболее совершенных зубчатых передачах находится в пределах 0,98-
0,99, то есть потери мощности в них составляют свыше 1МВт. Эксплуатация зубча-
тых передач при таких значительных скоростях также связана со значительными по-
терями в результате аэрогидродинамического сопротивления, периодического сжа-
тия и расширения масловоздушной смеси в замкнутом пространстве между зубцами. 

 

Актуальность задачи. По данным известных исследований [1, 2] при окруж-
ной скорости 80м/с аэрогидродинамические потери мощности составляют 70% об-
щих потерь при полной нагрузке (8,95МВт) и 86% при 25% нагрузке. Попытки учесть 
такие значительные потери до сих пор опирались на экспериментальные результаты.  

Необходим тщательный системный анализ влияния геометрических, 
конструктивных, кинематических и силовых параметров зубчатых передач на 
потери мощности в них с целью разработки научных основ оптимального вы-
бора указанных выше параметров при проектировании энергонасыщенных и 
в то же время ресурсо- и энергосберегающих зубчатых передач трансмиссий 
машин с заданными технико-эксплуатационными характеристиками. 

 

Анализ последних исследований и литературы. Большинство опубли-
кованных исследований аэродинамического сопротивления зубчатых колес содер-
жат экспериментальные исследования потерь мощности в высокоскоростных ци-
линдрических зубчатых передачах [3-8] и только некоторые посвящены исследова-
нию высокоскоростных конических зубчатых колес [9-11]. В перечисленных выше 
работах описание аэродинамического сопротивления проводилось эмпирическими 
зависимостями безразмерного коэффициента момента сопротивления. Однако, при 
этом результаты экспериментального исследования у различных авторов отличаются 
в несколько раз, что значительно снижает степень доверия к этим результатам. 

В последние годы появились математические модели аэродинамических 
процессов во впадинах быстровращающихся как цилиндрических [12, 13], так 
и конических [14, 15] зубчатых колес, построенных на базе вычислительной 
гидродинамики (в англоязычной литературе CFD – Computational Fluid Dy-
namics). Однако громоздкость численного решения уравнения неразрывности 
и осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье-Стокса не позволяет полу-
чить функциональную зависимость аэродинамических потерь от конструк-
тивных, силовых и кинематических параметров зубчатых колес.  

В литературе имеется незначительное количество исследований, в кото-
рых предпринята попытка описать аналитически физические процессы при 
вращении зубчатых колес в масловоздушной среде [5], [16]. Однако, полу-
ченные в них аналитические зависимости описывают аэродинамические про-
цессы в цилиндрических высокоскоростных зубчатых передачах.  

 

Цель статьи. Получить аналитическую зависимость, дающую возмож-
ность с минимальными затратами вычислительных усилий количественно оце-
нивать несвязанные с нагрузкой потери энергии в высокоскоростных кониче-
ских зубчатых передач. Сравнить результаты расчета с экспериментальными 
данными, имеющимися в открытых публикациях. Провести анализ влияния 
ключевых геометрических параметров зубчатых колес и параметров среды на 
аэродинамические потери энергии в высокоскоростных зубчатых передачах. 
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Материалы исследования. Анализ результатов компьютерного моделиро-
вания движения масловоздушной смеси во впадинах быстровращающихся зубча-
тых колес показал, что при вращении колеса значительная часть масловоздушной 
смеси двигается вместе с впадиной; во впадинах возникает циркуляционное дви-
жение масловоздушной смеси; меньшая ее часть выбрасывается в радиальном 
направлении; поступление масловоздушной смеси во впадину происходит вдоль 
образующей конуса или цилиндра. На основании этих наблюдений сделано пред-
положение о том, что аэродинамическое сопротивление вращению конических 
зубчатых колес определяется силой Кориолиса, вызванной радиальной скоростью 
вытекания масловоздушной смеси при ее вращении вместе с зубчатым колесом. 

Сила Кориолиса Fk давления масловоздушной смеси на рабочую поверх-
ность одного зуба колеса определяется следующей формулой:  

 

                                    kbk amF  ,                                                    (1) 
 

где mb=ρaSbnb – масса масловоздушной смеси во впадине зубчатого колеса, кг; 
ak=2ω2resinα – кориолисово ускорение, возникающее при движении масловоздушной 
смеси в радиальном направлении во впадине вращающегося конического зубчатого 
колеса, м/с2; ω – угловая скорость вращения зубчатого колеса; α – угол станочного 
зацепления, рад; re – внешний делительный радиус конического зубчатого колеса, м; 
ρa – плотность масловоздушной смеси во впадинах зубчатого колеса, кг/м3; 

     2/)(/)tg4(2/)()/( 22222
eeefeaeebn BArzxrrreS a  – площадь торцевого сечения впа-

дины зубчатого колеса, м2; rae – внешний радиус окружности вершин конического зуб-
чатого колеса, м; rfe – внешний радиус окружности впадин конического зубчатого коле-
са, м; e=me(π–4xtgα)/2 – ширина впадины зубчатого колеса, м; x – коэффициент смеще-
ния инструмента при нарезании зубчатого колеса; Ae=rae/re – относительный радиус 
вершин зубчатого колеса; Be=rfe/re – относительный радиус впадин зубчатого колеса. 

Окончательно масса масловоздушной смеси во впадине может быть оп-
ределена как 
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где  aa  – относительная плотность масловоздушной смеси во впадине зуб-

чатого колеса; ρ=xbρb+(1–xb)ρm – плотность масловоздушной смеси при нормальных 
условиях, кг/м3; ρb – плотность воздуха при нормальных условиях, кг/м3; ρm – плот-
ность смазочного масла при нормальных условиях, кг/м3; xb – относительное коли-
чество воздуха в масловоздушной смеси; β – угол наклона линии зубьев, рад; 

erbb   – относительная ширина зубчатого венца конического колеса. 
Тогда момент сил аэродинамического сопротивления определяется сле-

дующим образом: 
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В гидрогазодинамике момент сопротивления принято представлять в без-
размерном виде:  
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tа kkEubf  – относительная плотность масловоз-

душной смеси во впадинах быстровращающегося конического зубчатого ко-
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леса; )/(4 22
еееt BAAf   – геометрический коэффициент; )/( 2

окрa VpEu   – 

критерий подобия Эйлера; pa – давление масловоздушной смеси во впадинах 
конического колеса; Vокр=ω∙re – окружная скорость зубчатого колеса. 

Для проверки адекватности принятых допущений при выводе зависимости (4) 
проведено сравнение результатов расчета по этой зависимости с эксперименталь-
ными данными [15]. Сравнение проведено в виде графиков зависимостей безраз-
мерных коэффициентов от числа Рейнольдса (  2Re еr ), приведенных на рисун-
ке. Сравнительный анализ результатов расчета и эксперимента показывает хоро-

шую их корреляцию 
(погрешность не пре-
вышает 10%). 

 

Выводы. Получе-
на аналитическая зави-
симость, дающая воз-
можность с минималь-
ными затратами вычис-
лительных усилий коли-
чественно оценивать аэ-
родинамические потери 
высокоскоростных ко-
нических зубчатых пе-
редач. Результаты срав-
нительного анализа рас-
четных и эксперимен-
тальных данных позво-
ляют рекомендовать по-
лученную зависимость 
для оценки потерь энер-

гии при эксплуатации конических зубчатых передач на стадии проектирования.  
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РЕШЕНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧИ  
ТЕРМОУПРУГОСТИ ПРИМЕНИТЕЛЬНО К ЗУБЧАТОЙ 
ПЕРЕДАЧЕ С ТОЧЕЧНЫМ КОНТАКТОМ 

 
В работе рассмотрено решение пространственной контактной задачи с учетом температуры при-
менительно к зубчатому зацеплению. Выведены формулы для определения контактных напряже-
ний возникающих на площадке контакта. Приведен числовой пример решения задачи. 

Ключевые слова: контактная задача, площадка контакта, шестерня, колесо, термоупру-
гость, точечный контакт, контактное напряжение 

 
Введение. Актуальность задачи. В процессе работы зубчатой передачи 

(системы шестерня-колесо) зубья нагреваются, что влияет на распределение кон-
тактных давлений по площадке контакта. Пространственная контактная задача с 
учетом тепловыделения применительно к деталям машин и механизмов до сих пор 
является актуальной [5]. Большое количество работ посвящено изучению данного 
вопроса [4]. В работах [2, 3] данная задача исследуется с учетом тепловых явлений, 
т.е. решается пространственная кон-
тактная задача термоупругости. 

 

Цель работы. Целью работы 
является решение пространственной 
контактной задачи термоупругости 
применительно к зубчатой передаче 
с точечным контактом. 

 

Постановка задачи. Рассматри-
вается термоупругая задача о контакте 
зубьев (шестерни и колеса) с началь-
ным контактом в точке. При этом за-
даются радиусами кривизны контакти-
рующих тел в двух взаимно перпенди-
кулярных плоскостях (рисунок 1). 

В работе [1] получено двумерное 
интегральное уравнение контактной задачи термоупругости первого рода 

 

        ,
1

2

1

222
21210

21
2121

21

2

2
2

1

2
1













 dydyyy

R
dydyyyp

RR

x

R

x
 при (x1,x2)Ω. (1) 

 

 
Рисунок 1 – Схема контакта поверхностей 

вращения с параллельными осями  
при внешнем соприкасании 
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