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ОПРЕДЕЛЕНИЕ МЕХАНИЧЕСКОГО КПД  В ЗУБЧАТОМ  
ЗАЦЕПЛЕНИИ С УЧЕТОМ УСЛОВИЙ ЭКСПЛУАТАЦИИ 

 
Получены аналитические выражения для оценки потерь мощности вследствие трения скольже-
ния и качения в зубчатом зацеплении. Выявлены основные факторы, влияющие на эффектив-
ность эвольвентной зубчатой передачи. 
 
Отримані аналітичні вирази для оцінки втрат потужності внаслідок тертя ковзання та кочен-
ня в зубчастому зачепленні. З’ясовані основні чинники, що впливають на ефективність 
евольвентної циліндричної зубчастої передачі. 

 
Analytical expressions are got for the estimation of sliding and rolling power losses in the mesh teethes. 
Basic factors, influencing on efficiency of gearing, are exposed. 
  

Постановка проблемы. Развитие современных энергетических машин     
идет по пути увеличения скоростей вращения с целью увеличения их мощно-
сти при снижении массы и габаритов деталей передач. Например, в совре-
менном турбостроении окружные скорости зубчатых колес достигают 120 
м/с, а передаваемые мощности – 100 МВт и более. При таких параметрах да-
же при высоких значениях КПД потери в зубчатом редукторе составляют де-
сятки киловатт. С целью достоверной комплексной оценки влияния геомет-
рических параметров и условий эксплуатации на эффективность  функциони-
рования зубчатых передач необходимо иметь аналитическое выражение для 
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расчета потерь мощности вследствие трения скольжения и качения. Такая оценка 
позволит провести поиск рациональных конструктивных решений и выбор опти-
мальных условий эксплуатации высокоскоростных цилиндрических зубчатых пе-
редач с точки зрения их максимальной эффективности на этапах проектирования 
новых и усовершенствования существующих передач. 

Анализ литературы. Изучение трения в зубчатых передачах имеет длитель-
ную историю, и в значительной мере связано с трудами известных ученых механи-
ков В.А. Гавриленко, Х.Ф. Кетова, Н.И. Колчина, В.Н. Кудрявцева, Д.Н. Решетова 
и др. [1-6]. Все авторы отмечают, что с увеличением скорости вращения зубчатых 
колес коэффициент трения уменьшается, а, следовательно, уменьшаются и потери 
мощности в передаче. К таким же выводам привели и экспериментальные исследо-
вания [7-11]. Однако, предлагаемый в работах [4, 5] метод учета влияния скорости 
качения зубьев на коэффициент трения  с помощью графиков и номограмм являет-
ся трудоемким и неточным. В работах [12-16] получены аналитические зависимо-
сти, позволяющие рассчитать потери мощности, независящие от нагрузки (аэро-
гидродинамическое сопротивление вращению зубчатых колес, элементов подшип-
ников и уплотнений, потери вследствие периодического сжатия-расширения мас-
ловоздушной смеси в защемленном между зубьями объеме), в функции геометри-
ческих параметров и частоты вращения зубчатых колес. Результаты этих исследо-
ваний показали, что с ростом частоты вращения потери мощности возрастают 
практически по кубической зависимости. Анализ приведенных литературных ис-
точников приводит к качественному выводу о существовании окружной скорости, 
при которой потери мощности в зубчатой передаче будут минимальны, а кпд соот-
ветственно максимальным. Для количественной комплексной оценки влияния гео-
метрических параметров и условий эксплуатации зубчатых передач на эффектив-
ность их функционирования необходимо иметь аналитическую зависимость КПД 
передачи от окружной скорости колес. 
 Цель статьи. Получить аналитическую зависимость, дающую возмож-
ность с минимальными затратами вычислительных усилий количественно 
оценивать потери мощности на трение качения и скольжения в зубчатом за-
цеплении. Провести анализ влияния ключевых геометрических параметров  и 
условий эксплуатации зубчатых передач. 

1. Определение коэффициента потерь мощности вследствие трения 
скольжения зубьев. На рис. 1 изображен момент контакта зубьев в т. С, на-
ходящейся на произвольном расстоянии y от полюса зацепления Р. Участок 

линии EA  и BD  соответствует двухпарному зацеплению, а участок DE  – 
однопарному. Отрезки DA  и BE равны основному шагу: bpBEDA == . 

Обозначим 1LPA = ; 2LBP = ; aPE = ; bDP = . 

Обозначенные длины отрезков могут быть определены из геометрии 
эвольвентного зубчатого зацепления: 
   

 ( ) 22221 222
χταα ⋅⋅=−⋅=−== bwab rtgtgrPNANLPA ;             (1) 
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( ) 11112 111
χταα ⋅⋅=−⋅=−== bwab rtgtgrPNBNLBP ;                  (2) 

 ( ) ( )1112 1
111

χταατ −⋅⋅=+−⋅=−== bwabb rtgtgrLpaPE ;              (3) 
  ( ) ( )2221 1

222
χταατ −⋅⋅=+−⋅=−== bwabb rtgtgrLpbDP ,           (4) 
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 Рис. 1.  Схема перемещения точки зацепления   колес по углу поворота 
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bp – основной шаг зацепления, м; 
1аr , 

2аr – радиусы окружностей вершин 

шестерни и колеса соответственно, м; 
1b

r , 
2br  – радиусы основных окружно-

стей шестерни и колеса соответственно, м; α – угол станочного зацепления; 

wα – угол эксплуатационного зацепления; 1x , 2x  – коэффициенты смещения 

шестерни и колеса соответственно. 
Работа сил трения определена следующим образом 

                                   

dy
V

V
FdtVFA

t

s
fsff ⋅⋅=⋅⋅= ∫∫ ,                              (5) 

 

где ( )21 ωω +⋅= yVs  – относительная мгновенная скорость скольжения сопряжен-

ных профилей зубьев, м/с; nf FfF ⋅=  – сила трения, Н; wwt rV αω cos
11 ⋅⋅=  – ско-

рость точки зацепления боковых поверхностей зубьев, м/с; 
ww
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T
F

αcos
1

1

⋅
=  – нор-

мальное усилие, действующие на зубья передачи, Н; f – коэффициент трения в зуб-

чатой паре; 1ω , 2ω  – угловые скорости шестерни и колеса соответственно, м/с; 
1wr – 

радиус начальной окружности шестерни, м; 1Т  – крутящий момент на валу шестер-
ни передачи, Нм. 

Ниже рассмотрены два случая расчета коэффициента потерь мощности 
вследствие трения качения.  

В первом случае принято, что коэффициент трения в зубчатой передаче 
постоянный, но различный для двухпарного и однопарного зацепления 

constff =≠ 21 . Тогда работа сил трения на участке двухпарного зацепления 

(на участках EA  и BD ) определяется определенным интегралом (5) в соот-
ветствующих пределах 
 

 

( ) ( )[ ]
.

cos4

1

cos2

11

22

222
2

2
121

2

21

11

2

1

21

2
ww

a

L

L

bww

ww
f

r

baLLfT

u

u
dyydyy

r

fT
rr

A
α⋅⋅

+−+⋅⋅⋅+=













⋅+⋅⋅

α⋅⋅

⋅













+

⋅= ∫ ∫
−

−
 

 

Аналогично для однопарного зацепления (участок DE ) 
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Суммарные потери работы на трение на всем протяжении линии зацепления 
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Подставив в (6) выражения (1), (2), (3) и (4) получим окончательно рабо-
ту, затраченную на трение 
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Передаваемая зубчатой передачей работа определяется произведением  
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Коэффициент потерь мощности вследствие трения скольжения сопря-
женных поверхностей зубьев  
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При равенстве коэффициентов трения в однопарном и двухпарном заце-
плениях fff == 21  в нулевых зубчатых колесах 11

rrw =  и αα coscos =w  

выражение (9) значительно упрощается и приобретает вид, аналогичный [3]: 
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Во втором случае предполагается, что коэффициент трения в зубчатой 
передаче переменный по скорости сопряженных поверхностей, но одинако-
вый при двух- и однопарном зацеплениях var21 === fff .  В зависимость 

(5) подставляется значение коэффициента трения, полученное эксперимен-
тально многими авторами [7-11], например, Мишариным Ю.А. [7], в диапазо-
не коэффициента трения 08,002,0 pp f ; 
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где rV  – относительная мгновенная скорость качения сопряженных профилей 

зубьев, м/с; υ  – кинематическая вязкость смазочного материала, сСт. 
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Скорости скольжения и качения поверхностей сопрягающихся зубьев опре-
деляются, соответственно, как разность и сумма касательных составляющих  
 

u

u
yVVV kks

+⋅⋅=−= 1
121

ωττ , 






 −⋅+⋅⋅⋅=+=
u

u
ytgrVVV wbkkr

1
21111

αωττ ,   (13) 

 

где ( )ytgrtgrV wbkbk +== αωαωτ
1111 11 , ( )ytgrtgrV wbkbk −== αωαωτ

222 222
,  

11

1

1

b
w

b
k r

y
tg

r

yPN
tg −=

+
= αα ,    

22

1
2

b
w

b
k r

y
tg

r

yPN
tg −=

−
= αα  (см. рис. 1). 

 

 Среднеинтегральное значение скорости качения 
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Подставляя полученные выражение для скоростей скольжения и качения 
в уравнение (12), получим выражения для определения работы сил трения 
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 Для двухпарного зацепления (на участках EA  и BD ) работа сил трения 
определится интегрированием в пределах от 1L−  до a−  и от b  до 2L  
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Аналогично для однопарного зацепления (участок DE ) интегрированием в 
пределах от a−  до 0  и от 0  до b  получим 
 

( ) ( )

( )
25,0

2

2
2

2
1

5,0
1

25,225,0

75.175.1
75,0

1

1
25,3

1
325,0

1

1








 −⋅+⋅+⋅⋅⋅⋅

+⋅






 +⋅⋅
=

z

u
tgr

ba
u

u
T

A

wb

f

χχπαωυ

.             (16) 

 

Суммарные потери работы на трение на всем протяжении линии зацеп-
ления равны 
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С учетом зависимостей (1)-(4) окончательно потери работы вследствие 
сил трения скольжения в зубчатой передаче равны 
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С учетом выражения (8) для определения передаваемой зубчатой пере-
дачей работы коэффициент потерь определится следующим образом 
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Допуская, что эмпирическая зависимость [7] работоспособна и при 
средних значениях скоростей скольжения и качения, необходимо определить 
границы применимости зависимости (18). 

Среднеинтегральное значение произведения скоростей скольжения и ка-
чения: 
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Тогда среднее за период зацепления значение коэффициента трения  
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Тогда   
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На рис. 2 приведен диапа-
зон окружных скоростей в зуб-
чатой передаче, в котором 
применима зависимость (18) 
для определения коэффициен-
та потерь вследствие трения 
скольжения при различных 
значениях передаточного от-
ношения и чисел зубьев и вяз-
кости смазочного масла 
30 Сст. Анализ рис. 2 показы-
вает, что с ростом числа зубьев 
диапазон применения пред-
ставленных в настоящей статье 
зависимостей увеличивается. С 
использованием выражения 
(18) появляется возможность с 
минимальными затратами вы-
числительных усилий количественно оценивать потери мощности на трение 
качения и скольжения в зубчатом зацеплении и проводить анализ влияния 
ключевых геометрических параметров  и условий эксплуатации зубчатых 
передач. Анализ представленной на рис. 3 зависимости коэффициента потерь 
вследствие трения скольжения от числа зубьев шестерни и передаточного 
числа показывает, что с увеличением числа зубьев и передаточного числа 
потери в зубчатой передаче уменьшаются. 

2. Определения потерь мощности вследствие трения качения. Слу-
чай качения сопряженных боковых поверхностей дух зубьев цилиндрических 
прямозубых колес можно рассматривать как качение двух круговых цилинд-
ров радиусов 1ρ  и 2ρ  в плоскости чертежа. Если оси цилиндров параллель-

ны, поверхность контакта превращается в узкий прямоугольник. 
Половина ширины площадки сжатия этих цилиндров в случае их покоя  

обычно принимается равной [17]: 
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Рис. 2. Диапазон окружных скоростей, в  
котором применима зависимость (18) при  
различных значениях передаточного  
отношения, чисел зубьев и вязкости  

смазочного масла 30 Сст 
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тактной полоски, Н/м2; b – ши-
рина зубчатого венца колеса, м; 

1E  и 2E  – модули упругости ма-

териалов сопряженных зубчатых 
колес, МПа; 1ν  и 2ν  – коэффици-

енты Пуассона материалов сопря-
женных зубчатых колес; 1ρ , 2ρ  – 

радиусы кривизны эвольвент шес-
терни и колеса соответственно, м. 

В случае качения цилиндров 
полагаем, что вся нагрузка будет 
действовать только на одну полови-
ну площадки и распределение на-
грузки на ней будут близки к тако-
вым при двойной нагрузке в состоя-
нии покоя (рис. 4) и, следовательно, 
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Как известно [17], эпюра напряжений сжатия у 
неподвижных цилиндров имеет вид полуэллипса (см. 
рис. 4), а у катящихся цилиндров – вид четверти эл-
липса (рис. 5).  

Координата  центра тяжести площади четверти эл-

липса 10 3

4
ax ⋅

⋅
=

π
 является плечом момента сопротив-

ления качению и равна коэффициенту трению качения kС . 

Следовательно, 10 3
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Переходя к случаю качения боковых поверхностей пары 
сопряженных зубьев цилиндрических ко-
лес ( ) ααρρ cos1

121 ⋅⋅+⋅=+ wtgur , получаем: 

( )
( ) ( )[ ]

21

2
12

2
2121

2
1

1

2

11

cos1

2

cos
128,1

3

4

EE

EE

tgurb

T
С

w
k ⋅⋅

−+−
⋅

⋅⋅+
⋅⋅

⋅
⋅⋅

⋅⋅
⋅

=
νν

αα
ρρ

απ
. 

20 40 60 80 100
0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30  

 
 

 

число зубьев шестерни 

к
о
эф
ф
и
ц
и
ен
т
п
о
те
р
ь
н
а
тр
ен
и
е
с
ко
л
ьж
ен
и
я
,% 2=u

3=u
4=u
5=u

 
Рис. 3. Зависимость коэффициента потерь 
трения скольжения от числа зубьев шес-
терни и передаточного отношения при 
окружной скорости 20 м/с  и  вязкости 

смазочного масла 100 Сст 

a

nF

Рис. 4. Площадка сжатия двух цилиндров
 

Рис. 4. Площадка 
сжатия двух цилин-
дров, находящихся в 
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Рис. 5. Пло-
щадка сжа-
тия двух 
катящихся 
цилиндров 
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Подставив значения минимально возможных ширины зубчатого венца и 
радиуса делительной окружности из условия прочности по контактным на-
пряжениям [18] 
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получим коэффициент трения качения в функции переменных радиусов кри-
визны эвольвент сопряженных профилей зубьев 
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После подстановки численных значений констант и обозначив 
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для некорригированных колес αα =w ; 11
rrw =  выражение  (23) упрощается 
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Работа трения качения определится следующим образом 

( ) dtFCA nkk ⋅+⋅⋅= ∫ 21 ωω . Приняв во внимание, что αω cos11 ⋅⋅= r
dt

dy
 и 

подставив 
αω cos11 ⋅⋅

=
r

dy
dt , получим выражение для определения работы 

сил трения качения 
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Подставляя выражение  (23) для коэффициента трения качению, полу-
чим 
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Таким образом, определение работы трения сводится к вычислению ин-

теграла dy⋅⋅∫ 21 ρρ . Радиус кривизны эвольвенты шестерни можно пред-

ставить в виде произведения ytgryPNCN wb +=+== αρ
1111  (см. рис. 1).  
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Аналогично радиус кривизны эвольвенты колеса =+==ρ yPNCN 222  
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2
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 Проведя соответствующие замены, интеграл (27) может быть приведен 

сначала к виду ( ) dxxx ⋅−⋅∫ 1 , а потом и к форме табличного интеграла 
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однопарного зацепления (участок DE  на рис. 1) определенный интеграл равен 
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Определенный интеграл на участках двухпарного зацепления (на участ-
ках EA  и BD  рис. 1): 
 

 
( ) ( ) ( )

( ) ,arcsin1
8

1

arcsin1
8

1
11

1
2

2
2

212

111

2

1

HZZZ

ZZZxdxxxdxx

LLL

LLL

x

x

x

x

L

b

a

L

−+−+

++−=⋅−⋅+⋅−⋅=Η ∫∫
−

−  

где 12
11

−⋅= LL xZ ; ( )1

1
111

2 +
⋅







+

⋅
=

utg
x

w
L α

χτ
; ( )1

1
121

1 +
⋅







+

⋅
=

utg
x

w
L α

χτ
; 

12
22

−⋅= LL xZ . 

 163

Окончательно выражение для определения работы сил трения качения в 
зубчатой передаче 
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где 2221 HH +=Η  

С учетом (8) коэффициент потерь вследствие трения качения 
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Механический коэффици-
ент полезного действия эволь-
вентной цилиндрической зубча-
той передачи определяется из-
вестной формулой  
 ( )кfm ψψη +−= 1 .       (30) 
 

На рис. 6 изображена зависи-
мость коэффициента потерь трения 
качения от числа зубьев шестерни. 
Тенденция изменения коэффициен-
та потерь аналогична трению 
скольжения – с ростом числа зубьев 
коэффициент потерь убывает по 
степенной зависимости. Необходимо также отметить, что потери трения качения на 
порядок меньше потерь трения 
скольжения. 

На рис. 7 изображена зависи-
мость механического КПД зубча-
той передачи от скорости вращения 
вала шестерни при передаточном 
отношении, равном 3, и числе зубь-
ев шестерни, равном 20. Анализ 
показывает, что с ростом скорости 
вращения шестерни и вязкости 
смазочного масла коэффициент 
полезного действия зубчатой пере-
дачи увеличивается. 

Выводы.   
1. Предложены аналитиче-

ские зависимости для определе-
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Рис. 6. Зависимость коэффициента потерь 
трения качения от числа зубьев шестерни 
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ния коэффициентов потерь мощности вследствие трения скольжения и каче-
ния в зубчатой передаче. 

2. На основе проведенного анализа потерь мощности вследствие трения 
скольжения и качения установлено: 

а) потери мощности вследствие трения скольжения уменьшаются с ростом 
окружной скорости, числа зубьев и передаточного отношения; 

б) потери вследствие трения качения на порядок меньше потерь вследст-
вие трения скольжения; 

в) потери мощности, независящие от нагрузки прямо пропорциональны 
объему, занимаемому зубчатыми колесами. 

3. Разработанный метод оценки потерь мощности вследствие трения 
скольжения и качения позволяет проводить комплексный анализ, поиск рацио-
нальных конструктивных решений и выбор оптимальных условий эксплуата-
ции высокоскоростных цилиндрических зубчатых передач с точки зрения их 
максимальной эффективности на этапах проектирования новых и усовершенст-
вования существующих передач. 
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