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СЛУЧАЙНЫХ ВОЗМУЩАЮЩИХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ 

 
Предлагается новая модификация метода аналитического конструирования регуляторов по 
критерию обобщенной работы А.А. Красовского для случая нелинейного вхождения управлений в 
систему уравнений, описывающую объект, а также при наличии случайных возмущающих 
воздействий. 
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Постановка проблемы и анализ литературы. Метод аналитического 

конструирования регуляторов по критерию обобщенной работы (АКОР), 
разработанный А.А. Красовским, позволяет выполнять синтез регуляторов для 
объектов, описываемых системами обыкновенных нелинейных 
дифференциальных уравнений высокого порядка [1 – 3], чем он выгодно 
отличается от многих других методов синтеза оптимальных регуляторов [4 –
7]. При этом математическая модель объекта управления в самом общем 
случае имеет вид:  
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где ),1( nixi =  – фазовые координаты объекта управления; ikijif η,φ, ( ni ,1= , 

mj ,1= , rk ,1= ) – непрерывные функции, описывающие объект управления; 
)(tkξ  – белые шумы (последовательности статистически независимых 

δ-импульсов, случайных по площади и разделенные сколь угодно малыми, но 
конечными промежутками времени); ),1( mju j =  – управления, определяемые 
из условия минимума функционала  
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Здесь М – символ математического ожидания; зV , Q  – заданные непрерывные 
функции; p, q – положительные четные числа, удовлетворяющие условию 

1/1/1 =+ qp ; ),1( mjk j =  – положительные коэффициенты; V – функция, 
являющаяся решением уравнения 
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при граничном условии  
з2 )( VttV == .                                                   (4) 

 Управления ju , определяемые из условия минимума функционала 
обобщенной работы (2), являются оптимальными как для случая объекта (1), 
так и для случая детерминированного объекта ( rktk ,1,0)( =≡ξ ). Это 
свойство определяемых управлений и возможность синтеза регуляторов для 
объектов, описываемых системами нелинейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений высокого порядка, является несомненным 
достоинством метода аналитического конструирования регуляторов по 
критерию обобщенной работы. Однако линейное вхождение управлений в 
систему дифференциальных уравнений объекта (1) является определенным 
ограничением для применения рассматриваемого метода аналитического 
конструирования регуляторов. Известные способы преобразования 
математических моделей с нелинейно входящими управлениями к моделям с 
линейно входящими управлениями не всегда помогают, поскольку такие 
преобразования часто ухудшают качество синтезируемых систем управления. 
В связи с этим были разработаны методы синтеза регуляторов по критерию 
обобщенной работы для различных математических описаний объектов с 
нелинейно входящими управлениями [8 – 11]. Однако во всех указанных 
работах синтез регуляторов рассматривался в условиях отсутствия случайных 
возмущений. 

 

Целью статьи является расширение области применения метода 
аналитического конструирования регуляторов по критерию обобщенной 
работы на объекты, описываемые системами нелинейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений с нелинейно входящими управлениями и при 
наличии случайных возмущающих воздействий. 
 

Исследования и результаты. В работе [11] доказана одна из наиболее 
общих теорем аналитического конструирования регуляторов по критерию 
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обобщенной работы с нелинейно входящими управлениями для случая 
2== qp .  

Теорема 1. Пусть объект описывается системой уравнений  
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тогда оптимальными в смысле минимума функционала 
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являются управления 
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где V – решение уравнения (3) при граничном условии (4); 21 ψ,ψ ijij  ( ni ,1= , 

mj ,1= ) – непрерывные функции от управлений, соответственно iju1 и iju2 . 

 Обобщим эту теорему на случай, когда объект управления будет 
описываться системой уравнений 
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Теорема 2. Пусть объект описывается системой уравнений (8), тогда 
оптимальными в смысле минимума функционала 
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(9) 

являются управления (7), в которых V есть решение уравнения (3) при 
граничном условии (4). 
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Доказательство. 
Полная производная функции V в силу уравнений объекта (8) и уравнения в 
частных производных (3) равна 
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Интегрируя выражение (10) в интервале времени [t1, t2], получим 
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Учитывая, что по условию [ ] [ ]2221з2221 )(,),()(,),( t,txtxVt,txtxV nn KK = , 
из (11) можно получить 

( )[ ] ( )[ ]+=











+ ∫ 11112221з )(,),()(,),(

2

1

t,txtxVMQdtMt,txtxVM n

t

t
n KK  













∂
∂

+












∂
∂

+ ∑∑ ∫∑∑ ∫
= == =

dtt
x
VMdt

x
VM kik

n

i

r

k

t

t i

n

i

m

j

t

t
ijijij

i
)(ξηψψφ

1 11 1

21
2

1

2

1

. 

(12) 

Покажем, используя методику А.А. Красовского [1], что последний член 
в выражении (12) не зависит от управлений (7). Учитывая принятую модель 
белых шумов в уравнениях (1) и (8), можно записать 
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где )(tkξ  – обобщенный стационарный случайный процесс; kdB  – 
независимые случайные центрированные величины; K,, 21 ττ  – случайные 
моменты времени, которым соответствуют "импульсы" δ-функции. 
 Согласно соотношению (13) последний член выражения (12) можно 
преобразовать к виду 
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Вследствие воздействия δ-функций )( dt τ−δ  (d = const) фазовые координаты 
объекта управления (8) за интервал времени от 0−τd  до 0+τd  получают 
приращения  

,)(
0τ

0τ
dttBx

d

d

dkdikid ∫
+

−

τ−δη=∆  ni ,1= . 

С точностью до бесконечно малых более высокого порядка приращения idx∆  

не зависят от управлений iju1  и iju2 ( ni ,1= , mj ,1= ). Таким образом, 

изменения фазовых координат, вызванные воздействием возмущений в виде 
δ-функций, с точностью до бесконечно малых величин более высокого 
порядка не зависят от управлений iju1 и iju2 , а это значит, что и возмущения 

функций [ ]txxV n ,,,1 K , 
ix

V
∂
∂ , [ ]t,xx nik ,,η 1 K  ( ni ,1= , mk ,1= ), вызванные 

воздействием возмущений в виде δ-функций с точностью до бесконечно 
малых более высокого порядка не зависят от управлений iju1 и iju2 ( ni ,1= , 

mj ,1= ). Поэтому и R с точностью до бесконечно малых величин не зависит 
от управлений. 

Функционал (9) с учетом выражений (12) и (14) преобразуем к виду 
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(15) 

 Поскольку выполняются следующие соотношения: 
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то функционал (15) можно записать в виде 
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Если управления iju1 и iju2  определяются соотношениями (7), то 
подинтегральные выражения в функционале (16) обращаются в нуль и он 
принимает минимальное значение. Таким образом, управления (7) 
действительно являются оптимальными в смысле минимума функционала (9) 
и, следовательно, теорема 2 доказана. 

Заметим, что вид оптимальных управлений (7) при случайных 
возмущениях описанного типа одинаков для детерминированных и 
стохастических систем. При этом величины управлений как и в наиболее 
общих теоремах по аналитическому конструированию регуляторов по 
критерию обобщенной работы А.А. Красовского [1] не зависят от уровня 
шумов.  

Из общих уравнений (5), (8) объекта управления и его управлений (7) 
могут быть получены различные частные системы уравнений, важные для 
различных областей применения. В качестве примера рассмотрим задачу 
синтеза системы управления асинхронным приводом, математическая модель 
которого в осях U и V может быть записана следующим образом: 
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где 21 ψ,ψ  – потокосцепления по оси U; t – время; 50221311 ,,,, aaaa K  – 
постоянные коэффициенты; А – амплитуда (первое управление) питающего 
напряжения частоты ω (второе управление); 43 ψ,ψ – потокосцепления по оси 
V; Ω – угловая скорость вращения ротора электродвигателя; Р – число пар 
полюсов двигателя; J – момент инерции двигателя и механизма, приведенный 
к валу двигателя; Мс – момент сопротивления нагрузки; kη – характеристики 
объекта (постоянные коэффициенты или непрерывные функции); )(ξ tk – 
белые шумы. 
 Используя соотношения (7) и систему уравнений объекта (17), несложно 
получить выражения для управляющих воздействий 
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Из соотношений (18), (19) находим 

const
k
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2
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ω
, 

т.е. имеем известный закон при частотном управлении: отношение амплитуды 
сигнала к его частоте равно константе. 

 
Выводы. Таким образом, доказательство теоремы 2 расширило область 

возможного применения метода АКОР на объекты, описываемые системами 
обыкновенных дифференциальных уравнений вида (8), т.е. на объекты с 
нелинейно входящими управлениями и при наличии случайных возмущающих 
воздействий. В дальнейшем предполагается обобщение полученных 
результатов и разработка численных методов для синтеза конкретных систем 
управления. 
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